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RESUMO - Os modelos von Liebig têm sido criticados por não considerarem a possibilida­
de de interações (Nelson et ai. 1985). Esta critica não é totalmente vãlida porque pesquisa­
dores mostraram que os modelos von Liebig consideram interações (Lanzer 1977, Grimm 
1986). O que ocorre é que as funções de produção agrícola consideram o que se pode cha­
mar de interações de primeira ordem. Contudo, podem ser encontradas evidências na litera­
tura da existência de interações de segunda ordem (Terman et ai. 1972, Paris & Paris 1985). 
Utilizando a lei das relações fisiológicas formulada por Eilhard von Mitscherlich no início 
do século, bem como uma nova interpretação da lei proposta por Steenbjerg & Jakobsen 
( 1966), o presente trabalho estende os modelos von Liebig para contemplar efeitos de inter­
ação de segunda ordem. A importância deste ponto é que uma função de produção mais 
realística, em concordância com o comportamento da natureza, possibilita uma melhor in­
terpretação de resultados experimentais. 

Termos para indexação: análise de experimentos agrícolas, interações, testes de hipóteses. 

MODIFIED VON PRODUCTION FUNCTIONS 

ABSTRACT - Von Liebig models have been criticized for not considering interacti­
on (Nelson el ai. 1985). This critic is not entirely valid because researches have 
shown that von Liebig allow interactions (Lanzer 1977, Grimm 1986). The point is 
that crop response models, as polynomial production functions or traditional von 
Liebig models allow "first-order interactions". However, evidences are encountered 
in the literature that other leveis of interaction effect (second-order) exist (Terman 
et ai. 1972, Paris & Paris 1985). Using the law of physiological relations stated by 
another German scientist Eilhard von Mitscherlich at the beginning of this century, 
as well as a new interpretation given to this law more recently (Steenbjerg & 
Jakobsern, 1966), von Liebig models are extended to account for second-order 
interaction effects. The importance of the issue is that realistic crop response mo­
dei, with biological meaning, is going to allow a better interpretation of experimental 
results. 

lndex terms: analysis of experimental data, interactions, hypothesis tests. 
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INTRODUÇÃO 

O uso eficiente de insumos na agricultura é essencial para maximizar lucros 
e reduzir os danos à natureza. O dano à natureza é comum quando, por exemplo, 
são usados fertilizantes em quantidades excessivas. Por vezes esta ação se reflete 
em produções decrescentes. Além disso, cada nova variedade desenvolvida nos 
centros de pesquisa necessita estudos de resposta a fertilizantes, bem como expe­
rimentos de espaçamento (Carlone & Russel 1987, Jolliff & Seddigh 1991). Os 
estudos da resposta se fazem necessários antes de uma nova c.ultura ou variedade 
S(1 recomendada aos produtores rurais. Isto para que se conheçam os níveis de in­
sumo que conduzem a uma resposta adequada por parte da nova atividade rural. 

O procedimento normalmente utilizado nas unidades de pesquisa agrícola é 
o ajuste de uma função de resposta, chamada de função de produção, aos dados 
coletados experimentalmente. De posse do modélo matemâtico adequado ao caso, 
o pesquisador encontra-se em condições de buscar o nível ótimo de resposta da 
produção ao insumo em estudo, o qual serâ recomendado aos agricultores. O nível 
ótimo é tido cómo o ponto que maximiza o resultado econômico, ou seja, o nível 
que otimiza a função do lucro implítica. Evidencia-se, assim, a. importância da 
função de resposta. 

Pode ser encontrada na literatura mais de uma dezena de funções de produ­
ção para explicar a resposta de culturas agrícolas ao uso de insumos. Contudo, 
com alguns trabalhos recentes consegue-se uma indicação do atual estado do co­
nhecimento neste canipo de estudo na agricultura. Grimm et al. (1987) demonstra­
ram que modelos von Liebig de resposta com regimes lineares, onde não é possi­
bilitada a substituição entre insumos (âgua e nitrogênio), interpretam dados expe­
rimentais em uma forma mais adequada do que as funções de produção polinomi­
ais, tradicionalmente utilizadas para expressar a resposta da planta a fertilizantes. 
Contudo Frank el al. (1989), utilizando a função de produção Mitscherlich-Baule, 
encontraram evidências de que um padrão de resposta curvilíneo com um platô 
(mâximo físico na resposta) assintótico e um pequeno intervalo de substituição 
entre os nutrientes possibilita uma melhor interpretação de dados experimentais. 
Por outro lado, Paris (1~92a, 1992b), melhorando a formulação utilizada por 
Grimm, foi ·capaz de rejeitar a especificação Mitscherlich-Baule bem como as po­
linomiais. Finalmente, Kreuz (1994) aprofundou os modelos von Liebig introdu­
zindo a possibilidade de produções decrescentes, bem como rendimentos margi­
nais decrescentes .. 

Apesar de os estudos do comportamento da resposta da produção ao uso de 
insumos serem antigos, existem, ainda, questões esperando resposta. Uma delas 
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diz respeito ao problema das interações nos modelos von Liebig, objetivo do pre­
sente trabalho. Contudo uma melhor caracterização do problema se faz necessária. 
Para tanto, apresenta-se, na seqüência, uma breve revisão sobre o tema. 

A lei do mínimo foi desenvolvida por Justus von Liebig no século dezenove. 
Segundo esta lei, a resposta da produção é condicionada ao nutriente mais escasso 
no solo, chamado de elemento limitante (Browne 1942). Considerando, apenas, 
dois insumos, a lei.do mínimo pode ser expressa como: 

(1) 

onde a produção Y está associada com o mais escasso fator de produção entre Xi, 
X2 ou m; m representa o platô, ou seja, a ausência de resposta aos dois fatores em 
estudo, sendo graficamente representado por uma superfície paralela aos eixos dos 
insumos. 

Um segundo marco na história das funções de produção na agricultura está 
associado com o trabalho de Eilhard Alfred von Mitscherlich. Seu trabalho iniciou 
no começo do presente século, tendo ele desenvolvido conceitos que são bem co­
nhecidos e ainda se encontram em uso pelos agrônomos. O trabalho de Mitscher­
lich é sumarizado em duas leis: lei do crescimento e lei das relações fisiológicas 
(Tisdale el ai. 1985). Alfred Mitcherlich (1909), estudando a resposta da produção 
a um único insumo, tinha em mente o desenvolvimento de uma expressão mate­
mática para a lei do mínimo. Seu objetivo nunca foi atingido, mas seus estudos 
contribuíram com outros aspectos essenciais no que diz respeil:o à resposta da pro­
dução ao uso de insumos, como é o caso da lei das relações fisiológicas e a primei­
ra verificação empírica de rendimentos marginais decrescentes. A seguinte função 
de produção é associada ao nome de Mitscherlich, caracterizando sua lei do cres­
cimento. 

Y = A(l - e-ex) (2) 

onde Y é a produção, A corresponde ao platô assintótico, c é a resposta do nutrien­
te X e e constitui a base dos logaritmos naturais. A característica curvilínea da ex­
pressão e o platô assintótico asseguram os rendimentos marginais decrescentes. 

A segunda lei de Mitscherlich, a lei da relações fisiológicas, foi enunciada 
após a análise dos dados de um grande número de experimentos. Lang (1924) 
destaca que Mitscherlich já havia reconhecido o fato de que a produção não é de-
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pendente apenas do nutriente mais escasso (presente no nível mínimo), mas de to­
dos os fatores de crescimento, desde que estes fatores estejam presentes em quan­
tidades abaixo do ótimo durante o período vegetativo, o que sempre é o caso em 
qualquer ambiente. Portanto, a produção deve, também, ser dependente de todos 
os fatores. Tisdale el ai. (1985) apresentam a segunda lei de Mitscherlich como: A 
produção pode ser aumentada por cada fator de produção individualmente, mesmo 
que ele não esteja presente como o mais escasso (mínimo), contanto que ele não 
esteja presente no nível ótimo. Lang (1924), contudo, apresentou esta lei em uma 
forma mais completa: a magnitude da produção é condicionada por todos os fato­
res de crescimento. Cada nutriente exerce, índividualmente,. um poder limitante 
maior na produção quanto mais próximo ele estiver do nível mínimo. 

Após o· pronunciamento da segunda lei de Mitscherlich, boa parte dos pes­
quisadores simplesmente abandonaram von Liebig e sua lei do mínimo. Este sen­
timento pode ser sumarizado por Russell & Russell (1961) quando relatam a lei do 
mínimo. 

"This law unfortunately has only a very limited validity, for if 
severa! factors are low, but nome too low, increasing any one will in­
crease the yield, as will be shown in the section on the interaction nu­
trients." 

Lang (1924.), por outro lado, era de uma opínião diferente. Na página 139 de 
sua obra, ele deixa claro que a segunda lei de Mitscherlich não invalidou a lei do 
mínimo de von Liebig: 

. "We thus arrive at the conclusion that Mitscherlich law is to be 
regarded only as a modification - a very important one indeed - of the 
old minimum law, but not as something new that replaces it alto­
gether." 

A razão utilizada por Lang para afirmar que a segunda lei de Mitscherlich 
não ínvalidou a lei do mínimo é que na lei das relações fisiológicas os fatores de 
produção não são ínteiramente índependentes um do outro. Traduzindo literalmen­
te os argumentos de Lang (1924) tem-se: a lei do mínimo pode somente ser consi­
derada superada se o fator aparecendo no nível mínimo puder ser substituído em 
suas funções por outro fator de crescimento. Mas isto não ocorre. Tome qualquer 
um dos nutrientes; o nitrogêncio por exemplo. Pode sua função na formação da 
célula, do albúmen, etc. ser executada por outro fator de crescimento? De forma 
nenhuma! Contudo o que Mitscherlich tem confirmado é que os diferentes fatores 
de crescimento não são inteiramente independentes entre si, que são possíveis de 
ser obtidas alterações na produção através de várias e reciprocas combínações dos 
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fatores. Mas estas relações recíprocas e as alterações na produção têm, não obstan­
te, estreitos limites. 

Continuando, Lang ( 1924) sugeriu uma associação das leis de Liebig e 
Mistscherlich: 

"We must keep in mind that future, Liebig's law need to be modi­
fied to include Mitscherlich's law". 

Fica claro pela apresentação da segunda lei de Mitscherlich de que o efeito 
do mínimo necessita ser diferenciado de outros (secundários) efeitos, bem como 
que a lei das relações fisiológicas precisa ser vista com uma "modificação" da lei 
do mínimo. 

Uma nova fase nos estudos da resposta da produção pode ser caracterizada 
através do uso de modelos matemáticos para expressar a respostâ da produção a 
mais do que um insumo. O início pode ser atribuído a Baule (1918), que propôs a 
seguinte função de produção: 

(3) 

onde c; (i = 1, 2 ... n) é a resposta ao i-ésimo nutriente X;; os demais símbolos 
mantêm seus prévios significados. A especificação (3) introduziu a possibilidade 
de analisar simultaneamente a resposta a vários fatores de produção, sendo melhor 
conhecida como a função de produção de Mitscherlich-Baule. 

Dado que a estimação do modelo (3) requer procedimentos de regressão não 
linear e dada a ausência de facilidades computacionais no início do século, não 
causa surpresa o fato de a expressão matemática proposta por Baule ficar quase 
esquecida, tendo outros pesquisadores, como Balmukand (1928), proposto mode­
los alternativos. 

A análise da resposta da produção a vários insumos foi estendida por Heady 
& Pesed (1954), Pesek & Heady (1956) e Baum et ai. (1956) que popularizaram o 
uso de funções polinomiais, principalmente em estudos de superficie de resposta. 
Estas funções são estimadas utilizando-se regressão linear. Após os trabalhos pio­
neiros citados, as funções de produção quadrática (4) e raiz quadrada (5) passaram 
a ser comumente. utilizados. 

Y =a+ b1X1 + c1Xf + b2X2 + c2X~ + /X1X2 = u 

Y =a+ b1X1 + c1X?•5 + b2X2 + c2X~·5 + /(X1X2)°·5 + u 

(4) 

(5) 
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onde_ Y é a variável dependente; a, bi (i = 1, 2), ci, f são parâmetros; Xi é o nível 
do i-ésimo insumo; u é o tenno de erro aleatório. 

Em comparando os modelos quadrático e raiz quadrada, o primeiro é critica­
do por causa da simetria entre a fase crescente e decrescente dos rendimentos 
(Heady & Dillon 1961; Nelson et ai., 1985) e ambos os modelos são criticados por 
superestimarem o nível ótimo dos insumos (Anderson & Nelson 1975). Dentre os 
dois, diversos autores têm preferido o modelo raiz quadrada por ser mais flexível 
do que o quadrático (Nelson et ai. 1985; Colwell & Stackhouse 1970). Outra críti­
ca contra os modelos polinomiais é a de que seus parâmetros não possuem signifi­
cado biológico (Tennan & Nelson, Fowler et. ai. 1989, Acock & Acock 1991) 

No início dos anos setenta observou-se um retorno da lei do mfnir_no, associ­
ada com a introdução do modelo linear-platô (LRP). O modelo matemático, para o 
caso de um insumo, pode ser visto como (Dillon & Andersôn, 1990): 

Y=min(Yi, Y2)+u 
Y 1 =a1 +b1X 1 

Y2 =m 
(6) 

onde Y1 é chamado função de resposta potencial ao insumo Xi ou primeiro regi­
me; Y2 o regime do platô; X 1 é o insumo da função de resposta potencial; ai, b1 
são os parâmetros do primeiro regime; m é o platô; u é o tenno de disturbância 
aleatório. 

Testes de hipótese para modelos não aninhados (Pesaran, 1974, Godfrey & 
Pesaran 1983, Davidson & MacKinnon 1981) têm sido utilizados para demonstrar 
a superioridade dos modelos que seguem a lei do mínimo sobre modelos polino­
miais e a fonnulação de Mitschelich-Baule (Ackello-Ogutu et ai. l 9R5, Grimm et 
ai. 1987, Paris, 1992a, 1992b ). 

Por fim, Kreuz (1994) demonstrou que os modelos von Liebig podem ser 
estendidos para contemplar produções decrescentes e rendimentos marginais de­
crescentes. Os modelos propostos por Kreuz foram: 

Y = min (Yi, Y2, Y3, Y4) + u 
Y1 .=a1 +b1X1 

Y2= ª2 + b2X2 
Y3 =m 
Y4 = gl + d1X1 + d2X2 
gl~m 
di, d2 ::s; O 
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Y = min (Yi, Y2, Y3) + u 

Y1 = ª1 + b1X1 + C1X~·5 

·o 5 
Y2 = a2+b2X2 + c2X2' 

Y3 =m 

199 

(8) 

onde Y é o nível de produção; Y 1, Y 2 são dois regimes com rendimentos crescen­
tes para o modelo (7) e crescentes e decrescentes para o modelo (8), associados 
com os insumos X1 e X2, respectivamente; Y3 é o regime correspondente ao platô; 
Y4 é o regime de produções decrescentes (BP; "back-plan"); g1 o intercepto do re­
gime de BP; di, d2 taxas negativas de incremento nos regimes BP (caso d1 e d2 s-,­
jam zero, os dados não mostram BP); ai, a2, bi, ci, c2 são parâmetros associados 
com os regimes Y I e Y 2, onde se esperam valores positivos para b em (7) e valores 
de b e c que caracterizam uma função côncava em (8); m é o platô; e u é o termo 
de erro aleatório. 

Interações e os modelos voo Liebig 

A principal crítica remanescente contra os modelos von Liebig diz respeito à_ 
interação entre os fatores de produção. Vários autores podem ser utilizados para 
constatar este fato. Russel & Russel (1961) criticam a lei do mínimo utilizando o 
argumento da interação. Também neste sentido, Nelson el al. (1985) afirmam . 

... These models do not lend themselves to situations where in­
teractions between nutrients exist or where a general model that in­
cludes sitejear x added nutrient terms is developed for a combined 
data set from a series of site years. 

Outra referência de crítica à lei do mínimo pode ser vista em Hasset & 
Banwart (1992). Eles, ao discutirem a lei do mínimo utilizando um barril de água 
para ilustrá~la, afirmam que o exemplo do barril mostra as limitações da lei de Li­
ebig. Ele não mostra a interação potencial entre fatores de crescimento·, uma vez 
que, por exemplo, níveis altos de fósforo podem induzir deficiência de zinco. 

Por definição, existe interação quando a resposta combinada a dois nutrien­
tes for diferente da soma das respostas individuais (Russel & Russel 1961 ). Ou, 
quando a resposta a um ou uma série de insumos for modificada através do efeito 
de um ou mais fatores utilizados conjuntamente {Tisdale el al. 1985). Nos modelos 
polinomiais a interação é expressa através da presença do termo de produto cruza­
do entre os fatores de produção (veja 4 e 5). Por outro lado, Lanzer (1977) e 
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Grirm:l). (1986) demonstraram que a especificação LRP contempla esta forma de 
interação, apesar dos regimes utilizados terem sido funções lineares, como em (7). 

A interação exibida por modelos von Liebig pode ser chamada de "interação 
de primeira ordem". É importante relembrar que Mitscherlich, através da lei das 
relações fisiológicas, afirmou: "a magnitude da produção é condicionada por todos 
os fatores de crescimento. Cada nutriente individualmente exerce um poder limi­
tante maior na produção quanto mais próximo ele estiver do nível mínimo (Lang 
1924). 

A idéia incorporada pela segunda lei de Mitsherlich foi reinterpretada muitos 
anos mais tarde por Steenbjerg & Jakobsen (1963), também citado por Tisdale et 
ai. (1985), que afirmam: os parâmetros nas fórmulas não são constantes porque as 
variáveis nas fórmulas não são independentes; há interações entre nutrientes das 
plantas, solo e plantas. As interações podem ser medidas, elas são importantes, 
contudo suas causas não são bem conhecidas. Steenbjerg e Jakobsen encontraram 
suporte em Terman et ai. ( 1972) que, trabalhando com N e P em plantas jovens de 
milho, justificam a interação como o efeito da diluição resultante da resposta do 
crescimento à aplicação de um segundo nutriente deficiente. 

Outra contribuição para esta questão é encontrada em Gritnm et ai. (1987). 
Grimm conjectura o porquê de o modelo von Liebig ter falhado em rejeitar espe­
cificações de resposta polinomiais para o milho silage e beterraba açucareira 
(embora não fosse rejeitado por eles). Grimm afirma que: uma possibilidade pode 
ser baseada na noção de interação de segunda ordem entre nutrientes. É importante 
relembrar que o modelo von Liebig implica interação d.e primeira ordem entre 
água e nitr9gênio. A interação de segunda ordem podé ser especificada através de 
funções de resposta da água e do nitrogênio condicionadas ao nível existente do 
outro nutriente. A interação de segunda .ordem pode tomar muitas formas, sendo 
necessárias pesquisas adicionais para validar esta conjectura. 

Outras referências de suporte às interações de segunda ordem podem ser en­
contradas em MacLeod (1969), Paris & Paris (1985), Tisdale (1985); e Witt 
(1992). . 

Tudo indica, portat).to, que uma moderna interpretação da lei das relações fi­
siológicas de Mitscherlich é a de que ela expressa um segundo nível de interação 
entre fatores de produção. A interação que o modelo LRP e os polinomiais exibem 
pode ser chamada de interação de primeira ordem. A interação associada à segun­
da lei de Mitscherlich pode ser chamada de interação de segunda ordem. A lei das 
relações fisiológicas, caracterizada através dos efeitos de interação de segunda or­
dem, é expressa analiticamente como uma modificação da lei do mínimo. 
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O presente estudo procura, portanto, a modificação dos modelos von Liebig 
pela introdução e teste dos efeitos de interação de segunda ordem no modelo, os 
quais resultam da lei das relações fisiológicas de Mitcherlich. Este objetivo expres­
sa o desejo de integrar a interpretação da resposta da produção de Mitscherlich ao 
procedimento de análise caracterizado como von Liebig (por exemplo o modelo 
(8)). O atendimento a este objetivo deverá resultar em um melhor entendimento do 
processo biológico que explica as produções agrícolas, como sugerido por Lang 
(1924): . 

" ... in the future, Liebig's law need to be modified to include Mitscher­
lich's law, "e por Grimm (1987): " ... second-order interaction take 
many forms, and further research is needed to asses the validity of 
this conjecture". 

MATERIAL E MÉTODOS 

A modificação do modelo von Liebig será obtida através da introdução dos 
efeitos de interação de. segunda ordem no modelo von Liebig. Estes efeitos foram 
associados pela primeira vez com a lei do mínimo de von Liebig por Paris & Paris 
(1985). Paris & Paris, tendo encontrado significativa interação entre nitrogênio (N) 
e fósforo (P) e entre tratamento e ano, sugeriram um modelo von Liebig condicio­
nal para analisar os dados em questão: 

Y = min l/n1p(N), /p1n(P)] + u (9) 

onde Y é a produção de alfafa; f ntp(N) é a função de resposta ao N dada urna ~s­
pecífica taxa de P; f n1p(P) é a função de resposta ao P dada uma específica taxa de · 
N e u é o erro experimental aleatório. 

Considerando apenas dados de um ano e dois insumos e escolhendo a espe­
cificação raiz quadrada (8) para representar os modelos von Liebig tradicionais, o 
modelo (9) pode ser estendido para a seguinte estrutura: 

Y = min (Yi, Y2, Y3) + u 

Y1 = CX1(X2) + P1(X2)X1 + Y1(X2)X~·5 

Y 2 = ai{X1) + PiCX1)X2 + yi{X1)X~•5 

Y3 =m 

(10) 
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onde todos os parâmetros em cada regime são urna função do outro insumo. O 
platô ·(rn) significa a produção máxima que pode ser obtida na situação em estudo. 

Assumindo que os parâmetros nos regimes Y1 e Y2 no modelo (10) são fun­
ções lineares do insumo apropriado, pode-se escrever: 

a1(X2) = ª1 + e1X2 
f31(X2) = b1 + f 1X2 
Y1(X2) = C1 + h1X2 
azCX1) = ª2 + e2X1 
f3zCX1) = b2 +f2X1 
yzCX1) = C2 + h2X1 

(11) 
(12) 
(13) 
(14) 
(15} 
(16) 

onde e1, e2 são interações com os interceptos, Ji, f 2 são as interações com os ter­
mos lineares e h1, h2 são as interações com os termos raiz quadrada. Os índices 
subscritos indicam o regime onde a interação aparece. O modelo (1 O) pode, então, 
ser escrito corno: 

Y = rnin (Y 1, Y2, Y3) + u 

Y1 = a1+ b1X1 + c1X~·5 + e1X2 + f1X2X1 + h1X2X~•5 

Y2 = ª2 + b2X2 + c2X~·5 + e2X1 + f2X1X2 + h2X1X~·5 

Y3 =rn 

onde todos os símbolos mantêm seus prévios significados. 

(17) 

O modelo (17) corresponde a urna estrutura von Liebig onde os efeitos de 
interação de segunda ordem, expressos por e, f, h, podeni influir na produção, ca­
racterizando-se corno urna modificação da lei do mínimo. A especificação (17) 
será referenciada corno von Liebig modificado (MVL). Em termos gerais, quando 
X1 for o fator mais limitante, a resposta da produção a quantidades crescentes 
deste insumo é condicionada ao nível deX2• 

Para o caso de um experimento com dois insumos, em que apenas um possui 
um claro efeito limitante, um dos regimes no modelo ( 17) pode não existir, redu­
zindo o modelo a urna especificação polinomial com platô. Não é o objetivo aqui 
adiantar este ponto, mas se nos modelos (11) a (16), ao invés de funções lineares 
se tivesse.optado por funções do tipo raiz quadrada, todos os termos em (5) apare­
ceriam neste modelo polinomial com platô, com três ou mais termos de interação. 

A pergunta que se faz é se a natureza é melhor explicada através do modelo 
MVL ou pelos modelos von Liebig tradicionais corno, por exemplo, as especifica­
ções (7) e (8). Isto pode ser comprovado ajustando-se os referidos modelos a da­
dos experimentais e aplicando-se testes estatísticos. 
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A estimação dos modelos von Liebig tradicionais ou o modelo MVL segue 
os precedimentos tradicionais de maximização da função de máxima· verossimi­
lhança, os que podem ser desenvolvidos utilizando-se o pacote de programação 
matemática GAMS, de Brooke et ai. ( 1992). De acordo com Lanzer et ai. (1987), o 
logaritmo da função de máxima verossimilhança pode ser escrito como: 

n n 2 1 n 
max L = -- log21t - - logcr - - 2 L [Yi - min (Yli> Y2i, Y3i)l2 (18) 

2 2 2cr i=l 

onde L é o logaritmo da função de máxima verossimilhança a: ser maximizada; n é 
o número de observações; o é o desvio padrão do modelo; Yi (i = 1 ... n) são as 
produções observadas; e Yji G = 1,2) são os regimes dos insumos, ou o regime do 
platô G = 3). Kreuz (1994) apresenta uma discussão detalhada dos processos de 
estimação. 

O desenvolvimento de um procedimento estatístico para a seleção de um 
modelo perante várias alternativas rivais é campo de estudo recente. De acordo 
com Paris ( 1992b) essas técnicas são chamadas de teste de hipótese para modelos 
não aninhados porque os parâmetros de um modelo não são aninhados no .espaço 
dos parâmetros do modelo alternativo e vice-versa. Portanto, o bem conhecido 
teste F e o teste da razão de máxima verrossimilhança não podem ser aplicados 
para a verificação da hipótese nula no que diz respeito aos parâmetros de modelos 
não aninhados. Uma vantagem importante da metodologia de teste de hipótese de 
modelos não aninhados é a de que não há necessidade de assumir um modelo 
como verdadeiro. Cada especificação executa, em diferentes momentos, a função 
de modelo verdadeiro e de alternativo (falso). Suponha-se que seja dada uma hipó­
tese nula e uma associada hipótese alternativa como segue. 

Ho : Y; = / (xi, ~) + Uo; 

H1 : Yi = g(Z;, y) + UJi 

(19) 

(20) 

onde /(x;, b)+uo; e g(Z;, y) + uli são modelos estatísiticos, possivelmente não linea­
res, que não compartilham qualquer parâmetro. Por exemplo, /(xi> b) poderia ser o 
modelo Mitscherlich-Baule expresso em (3) enquanto g(Z;, y) poderia ser o modelo 
polimonial raiz quadrada (5). Davidson & MacKinnon (1981) demonstraram que a 
seguinte relação, chamada de teste P, representa o procedimento adequado para a 
seleção do modelo apropriado. 

(21) 
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onde J; e gi são os valores estimados dos modelos sob a hipótese nula e a alterna­

tiva, respectivamente. Fi é o i-ésiino vetor linha da primeira derivada de /(xi, 13) 
A A 

com relação aos parâmetros 13, avaliados em suas estimativas 13 , e b = (13 - 13 ). Na 
equação (21 ), se o parâmetro a for significativamente diferente de zero, então, a 
informação contida no modelo alternativo gi contribui de modo substantivo para 

explicar os resíduos do modelo nulo (Yi - J; ). Nesse caso, a especificação do mo­
delo nulo é insuficiente. Ao contrário, se o parâmetro a for igual a zero, a infor­

mação a respeito de gi é irrelevante para (Y; - J; ). Portanto; a variável aleatória 
P = â JSD( â ) ( onde SD( â ) é o desvio padrão de â ) representa a estatística desta 
especificação não aninhada. Em outras palavras, se o modelo associado à.hipótese 
nula for especificado corretamente (relativo ao fenômeno que se deseja explicar 
com ele), o resíduo estimado conteria apena ruído branco, não relacionado com 
qualquer outra possível variável explicativa. Ao contrário, se os resídios do mode­
lo associado com a hipótese nula estiverem relacionados com as variáveis explica­
tivas do modelo alternativo, a especificação do modelo nulo não é completa e, 
portanto, não é correta. O parâmetro a tem a função de detectar a força desta rela­
ção, caso ela existia, com um valor sempre próximo a um. Quando inexistir a rela­
ção, o valor do parâmetro a estará próximo de zero. Davidson & Mackinnon 
( 1981) demonstraram que â /SD( â ) é distribuído assintoticamente como uma va­
riável normal padronizada. Para completar a verificação da hipótese, é necessário 
reverter as funções dos modelos e estimar a equação (21) uma segunda vez com 
g(zi, y) como a nova hipótese nula. Tem-se, portanto, quatro eventos possíveis. 
Suponha que P0 = â ofSD( â 0) quando /(x;, 13) é o mode'Jo associado à hipótese 
nula e P1 d â 1/SD(â 1) quando g(z;, r) for o modelo nulo. Para um dado nível de 
signficância, por exemplo 0,05, o teste P acima conduz a quatro possíveis resulta­
dos: 

(a) Aceitar H0 e rejeitar H1 quando IPol < 1,960 e [P1[ > 1,960 

(b) Rejeitar H0 e aceitar H1 quando [P0[ > 1,960 e [P1[ < 1,960 

(c) Rejeitar ambos H0 e H1 quando [P0[ > 1,960 e [P1[ > 1,960 

(d) Aceitar ambos H0 e H1 quando [P0[ < 1,960 e [Pil < 1,960 

Alterando-se o nível de significância para 0,01, o valor tabulado da estatísti­
ca vem a ser 2,576. Uma interessante característica do teste de modelos não ani­
nhados é a possibilidade, expressa em ( c ), de rejeição de ambos os modelos em fa-
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vor de um terceiro ainda não considerado. É também possível que a informação 
utiHsada não seja capaz de rejeitar nenhuma das especificações, como em ( d). Nes­
se caso, uma amostra mais acurada deve ser buscada. 

Para modelos aninhados, o teste hipótese pode ser executado utilizando o 

teste da razão de máxima verossimilhança. De acordo com Greene (1993), se L0 e 

Lr são funções de máxima verossimilhança não restritas e restritas, respectivamen­
te, a razão de máxima verossimilhança é definida como 

L 
À 

_r (22) 
L 

u 

onde ambos os valores da função de máxima verossimilhança' são positivos. Sob 
certas condições de regularidade, a estatística -2fnÃ é distribuída assintóticamente 
como Qui-quadrado, com o número de graus de liberdade equivalente ao número 
de restrições impostas. 

RESULTADOS 

Três conjuntos de dados foram analisados para verificar se os modelos MVL 
interpretam melhor dados experimentos do que os modelos von Liebig tradicionais 
ou especificações preliminares. 

Milho em Iowa, 1952 

O primeiro conjunto de dados analisado foi o experimento de milho coletado 
por Heady et ai. (1955) em 1952. Kreuz (1994) demonstrou que a formulação raiz 
quadrada von Liebig (SRvL), apresentada em (8), intepreta estes dados de forma 
superior ao modelo von Liebig com Mitscherlich regimes proposta por Paris 
(1992a, 1992b). Na Tabela 1 são apresentados os resultados obtidos com o modelo 
MVL. O valor do logaritmo da função de máxima verossimilhança· passa a ser 
89,994. Este valor é significativamente maior do que o do modelo SRvL (83.462), 

. com base na estatística Qui-quadrado com 6 graus de liberdade (teste da razão de 
máxima verossimilhança), uma vez que (-2(83,462 - 89,994) > 11,07). Desta for-
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ma, o modelo MVL possibilita uma melhor intepretação para este conjunto de da­
dos. 

TABELA 1. Resultados de estimação de modelos para o experimento de milho 
em Iowa (1952) considerando efeitos de interação de segunda or­
dem.t 

Raiz quadrada polinomial!: 
Y = -0.057 - 0.316N - 0.417P + 0.635N°·5 + 0.852Pº·5 + 0.341 (PN)°·5 -t u 

(0.066); (0.040); (0.040); (0.087); (0.087); (0.039); 
log L = 69.058; d/= 108; & = 0.136; 

Linear von Liebig (LRP)t: 
Y = min (Yi, Y2, Y3) + u 
Y 1 = 0.200 + 1.222P (0.041); (0.076); 
Y 2 = 0.290 + 0.960N (0.042); (0.097); 
Y3 = 1.246 (0.023); 
log L = 65.221; d/= 109; & = 0.137; 

Mitscherlich von Liebigt: 
Y = min (Y i, Y 2) + u 
y 1 = 1.291 (1 - 0.870e-2.286P) 
Y 2 = 1.291 (1 - 0. 791 e-1.?J4N) 

log L = 76.060; SSR = 1.752; 

Raiz quadrada von Liebig (SRvL): 
Y = min (Y1, Y2, Y3) + u 
Y1 = 0,161 - 0,432P + 1,396Pº·5 

Y 2 = 0,280 + 0,618N + 0,296N°·5 

Y3 = 1,276 (0,040); 
log L =; 83,462; SSR ~ 1,543; 

(0.028); (0.033); (0 . .313) 
(0.028); (0.029); (0.227); 
R2 = 0.928; d/= 109, & = 0.124; 

(0,037); (0,059); (0,093) 
(0,035); (0,266); (0,215) 

R2 = O 936· & = O 116· d!f= 107· 
' ' ' ' ' 

Raiz quadrada von Liebig modificado (MVL·completo): 
Y = min (Y1, Y2, Y3) + u 
Y 1 = 0,162 - 0,606P + l,074P0•5 - 0,003N + O,l 12NP + 0,381NPº·5 
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(0,058); (O, 129); (0;235); (0,029); (O, 144); (0,248); 
Y 2 = 0,241 - 0,468N + l ,099Nº'5 + 0,043P + 0,042PN + 0,098PNº'5 

(0,081 ); (O, 141 ); (0,247); (0,060); (O, 108); (O, 187); 
Y3 = 1,273 (0,020); 

log L = 89,994; SSR = 1,376; R2 = 0,943; cr = 0,110; d/= 101; 

Y = min (Yi, Y2, Y3) + u 

207 

05 o 5 7 Y 1 = 0,156 - 0,544P + 0,973P' + 0,570NP' (0,034); (0,0 2); (0,126); (0,067); 
05 ) Y2 = 0,303 - 0,508N + 1,40N' + 0,108PN (0,042); (0,046); (0,088 ; (0,019); 

Y 3 = 1,285 (0,026); 

log L = 89,679; SSR = 1,384; 
2 A 

R =0,943; a=0,IIO;df= 105; 

t = Os valores entre os parênteses são os desvios padrões obtidos por bootstrapping para o modelo 
MVL completo. 

t = Paris (1992a). 

Os altos desvios padrões nos tennos de interação em ambos os regimes Y I e 
Y 2 estão associados com a superparametrização que a completa modificação do 
modelo introduz (todos os parâmetros em cada regime são dependentes do outro 
insumo). É possível obter uma solução adicional onde todos os parâmetros são si­
gnificativos a 5%. Esta solução é atingida através da retirada de alguns parâmetros 
no modelo completo, gerando o modelo MVL incompleto mostrado na Tabela 1. 
Observe que o valor de log L: (logarítmo da função de máxima verossimilhança) 
está próximo do obtido com o modelo completo, apesar de se usarem 4 parâmetros 
a menos. 

A análise econômica foi conduzida maximizando a função da margem bruta. 
Utilizando o modelo SRvL como exemplo, obtém-se: 

max 1t = PyY - PnN - PpP 

sujeito a: 

Y ~ 0,161 - 0,432P + 1,396Pº'5 

Y ~ 0,280 + 0,618N + 0,296Nº"5 

Y ~ 1,276 

(23) 
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onde 1t representa a margem bruta, e Py, Pp; Pn representam os preços do milho, 
do fósforo e do nitrogênio, respectivamente; Y representa a produção; N e P repre­
sentam as quantidades a aplicar de nitrogênio e fósforo, respectivamente. Os resul­
tados podem ser encontrados na Tábela 2. As doses ótimas sugeridas pelo modelo 
polinomial raiz quadradada é umas das menos rentâveis, uma vez que principal­
mente a recomendação de N é alta. Por outro lado, a dose ótima de insumos suge­
rida pelo modelo LRP é a que proporciona o melhor resultado econômico, indi­
cando o maior nível ótimo de produção através do menor uso de insumos. Apesar 
deste resultado (baixo uso de insumos e boa rentabilidade) obtido com o modelo 
LRP ser desejâvel, os resultados estatísticos têm demonstrado que modelos curvi­
líneos representam melhor o comportamento da natureza. Os níveis ótimos de in­
sumos sugeridos pelos modelos SRvL e MVL (completo) proporcionan_i lucros 
similares, mas o MVL recomenda um maior uso de N para uma condição de pre­
ços considerada normal. Note que o modelo MVL (incompleto) recomenda um ní­
vel ótimo de insumos diferente de MVL (completo). Os resultados de ambos, LRP 
e MVL (completo), não se mostraram sensitivos a mudanças nos níveis de preços 
(insumos ou produto). Para o modelo LRP este resultado era esperado, uma vez 
que os regimes são funções lineares. Um ponto adicional diz respeito ào fato de as 
recomendações ótimas oriundas do modelo von Liebig com regimes Mitscherlich 
serem as de menor rentabilidade para a condição de preços normais e altos preços 
de venda. Provavelmente este resultado estâ associado com o. fato de este modelo 
possuir um platô assintótico, sendo incapaz de contemplar rendimentos decrescen­
tes. 

TABELA 2: · Análise econom1ca para os dados experimentais do milho em 
Iowa (1952). 

Preços nonnais Altos custos Preço de venda alto 

Função 
N• p• y• M. N• p• y• M. N• p• y• M. 

0,15 0,22 0,25 bruta 0,30 0,44 0,25 bruta 0,15 0,22 0,50 bruta 

Raiz quadr. polinom. 210 178 125 243 129 109 110 187 282 239 133 567 
Linear von Liebig 100 86 125 278 100 86 125 244 100 86 125 589 
Mitscherlich Liebig 152 120' 122 225 112 89 114 213 192 150 125 565 
Raiz quadr. v. Liébig 108 175 125 258 97 119 117 211 111 213 128 576 
MVL completo 139 176 127 258 139 179 127 198 139 179 127 576 
MVL incompleto 176 192 129 253 o . o 16 39 176 192 129 574 

• Indica o nível ótimo: N e P C!11 libras/acre~ Y em bushels/acre. 
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Milho em Lowa (1953- resíduo) 

O segundo conjunto de dados analisado nunca foi utilizado para testar a hi­
pótese do mínimo de von Liebig. Os dados correspondem ao efeito residual no ex­
perimento de milho de 1952, analisado em Heady el ai. ( 1955). Em outras pala­
vras, eles correspondem à resposta obtida no segundo ano do experimento (1953) 
quando nenhum fertilizante foi adicionado. Avaliando o valor do logL (Tabela 3) 
dos modelos testados, a função de Mitscherlich-Baule foi a que mostrou o pior 
comportamento. A função polinomial quadrática, a polinomial quadrática-platô e a 
SRsV são similares no valor de logL (em tomo de 110). Note-se que o valor de 
log L obtido com o modelo SRvL (110,932) é significativamente superior ao obti­
do com o LRP (105,886), através do teste da razão de máxima verossimi~hança, a 
5%, o que comprova a superioridade dos modelos von Liebig curvilíneos. Por ou­
tro lado, o valor de logL para o modelo MVL (120,686) é signiqcativamente su­
perior ao do modelo SRvL. Novamente é possível obter um modelo modificado 
com todos os desvios padrões significativos (MVL incompleto), mantendo-se o 
valor de logL muito próximo (119,521) 

TA BELA 3. Resultados estimados para o experimento de milho em Iowa, re­
sidual (1953).t 

Quadrática Polinomial: 
Y = 0,074 + 0,150P- 0,051P2 + 0,062N - 0,018N2 + 0,068NP + u 

(0,032); (0,031 ); (0,009); (0,031 ); (0,009); (0,008); 
2 ' A 

log L = 109,759; SSR = 0,973; R = 0,810; cr = 0,095; d/= 108; 

Quadrática-Platô Polinomial: 
Y=min(Yi, Y2)+u 
Y 1 = 0,092 + O, 129P - 0,046P2 + 0,040N - 0,0 l 3N2 + 0,076NP 

(0,056); (0,043); (0,010); (0,049); (0,01 I); (0,015); 
Y2 = 0,681 (0,053); 
log L = 110,476; SSR = 0,960; R2 = 0,812; ô- = 0,092; d/= 107; 

Mitscherlich-Baule: 
Y = 1,498 (1 - 0,819e-O,B27p) (1 - 0,889e-O,l?BN) + U 

(0,772); (0,043); (0,168); (0,050); (0,133); 
log L = 99,664; SSR = 1,162; R2 = 0,775; Ô' = 0,101; d/= 109; 

Continua.,. 

R. Econ. Sociol. Rural, Brasflia; v.32, n.2, p.193-218, abr./jun. 1994 



210 

TABELA 3. Continuação. 

Linear von Liebig (LRP): 
Y = min (Yi, Y2, Y3) + u 
Y 1 = O, 116 + 0,275P (0,029); (0,041) 
Y2 = 0,122 + 0,190N (0,020); (0,015); 
Y 3 = 0,692 (0,099); 

2 A d logL= 105,886; SSR= 1,041; R =0,797; cr =0,096; !f= 109; 

Raiz quadrada von Liebig (SRvL): 
Y = min (Yi, Y2, Y3) + u 
Y 1 = O, 100 + O, 157P + O, l 52Pº'5 (0,037); (0,099); (O, 117); 
Y 2 = O, 164 + 0,341 N - 0,228Nº'5 (0,026); (0,059); (0,085); 
Y3 = 0,681 (0,052); 
log L = 110,932; SSR = 0,953; R2 = 0,814; & = 0,091; d/= 107; 

Raiz quadrada von Liebig modificado (MVL completo): 
Y = min (Y 1, Y2, Y3) + u 
Y1 = 0,126 - 0,905P + l,552Pº'5 - 0,018N + 0,325NP- 0,424NP0·5 

(0,075); (0,322); (0,580); (0,057); (0,116); (0,216); 
Y2 = 0,086 - 0,191N + 0,340Nº'5 + 0,063P + 0,290PN - 0,326PNº'5 

(0,069); (0,102); (0,169); (0,044); (0,76); (0,114); 
Y3 = 0,681 (0,044); 
l 2 A 

og L = 120,686; SSR = 0,802; R = 0,843; cr = 0,084; d/= 101; 

Raiz quadrada von Liebig modificado (MVL incompleto): 
Y = min (Yi, Y2, Y3) + u 
Y1 = 0,090 - 0,972P + l,722Pº·5 + 0,346NP- 0,485NP0•5 

(0,032); (0,401); (0,712); (0,134); (0,233); 
Y2 = 0,177 - 0,157N + 0,230N°·5 + 0,277PN - 0,263PNº·5 

(0,025); (0,081); (0,112); (0,055); (0,064); 
Y3 = 0,685 (0,046); 
log L = 119 521 · SSR = O 819· R2 = O 840· & = O 085· d!f= 103· 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
t Os valores entre os parênteses são os desvios padrões. 

t Modelo sugerido por Heady et ai. (1955). 

Utilizando o teste de hipótese P para a comparação dos modelos não aninha­
dos, a especificação SRvL não é capaz de rejeitar os modelos polinomiais 
(Tabela 4). Cada alternativa rejeita a outra neste caso, uma vez que os valors obti-
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dos para a/SD(a) são significativos. Por outro lado, o modelo MVL é capaz de re­
jeitar as especificações polinomiais, não sendo rejeitado por elas. O modelo 
Mitscherlich-Baule foi excluído do teste por ter apresentado um fraco desempenho 
em termos do valor log L. Tem-se, portanto, novamente uma boa indicação da su­
perioridade das especificações que integram a lei do mínimo e interações de se­
gunda ordem na interpretação de dados experimentais. 

TABELA 4. Resultados do teste P para modelos não aninhados para o expe­
rimento residual de milho em Iowa (1953). 

Hipótese nula 

Hipótese alternativa Raiz quadrada Quadrá- Quadrática- Modificado 

von Liebig tica -Platô Liebig incompleto 

Raiz Quadr. v Liebig (SRvL 2,664** 2,406* aninhado 
Quadrática 2,707** 0,474 0,569 
Quadrática-Platô 2,669* 1,238 0,395 
Modificado Liebig inc. (MVL) aninhado 4,530** 4,319** 

• e •• indicam significância a P < 0,05 e P < 0,01, respectivamente. 

t Sob a hiótese nula, a estatística P é distribuída como uma variável normal estandarizada. 

É importante notar (Tabela 3) que o valor do platô é similar no modelo 
SRvL e no MVL completo (1,276 e 1,273). Contudo, se for escolhido o modelo 
incomplet«;>, o platô é mais elevado (1,285). Como a mesni.a tendência foi observa­
da no prévio conjunto de dados, alguma restrição pode ser levantada quanto ao uso 
de modelos incompletos. 

Algodão em West Side (1968) 

O terceiro conjunto de dados analisado para estudar a modificação dos mo­
delos von Liebig foi o experimento de algodão em West Side, Califórnia, em 1968, 
coletados por Hexem & Heady (1978). Estes dados são interessantes porque é es­
tudada a resposta a três insumos. Infelizmente eles são compostos por apenas 36 
observações, o que faz com que sejam redu'.?idos os graus de liberdade ao utilizar 
modelos com um número expressivo de parâmetros, como é o caso dos MVL. Por 
isso, somente algumas indicações em termos da introdução dos efeitos de segunda 
ordem podem ser buscados. Para este conjunto de dados, Kreuz (1994) propôs um 
modelo von Liebig com regimes lineares e produções decrescentes (7), o modelo 
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LRPBP. Com este modelo Kreuz superou o modelo Leontief Generalizado (GL) 
proposto por Pope & Hallam ( 1989) para estes dados. 

Note-se que o modelo chamado MVL para este caso (Tabela 5) não possui 
um regime para o nitrogênio (N). Tem-se que o N agindo, apenas, como interação 
nos regimes da água e espaçamento possibilita uma melhor interpretação dos da­
dos. Comparando os modelos MVL e o LRPBP, o primeiro, além de utilizar um 
parâmetro a menos, possibilita um valor superior de log L, podendo isto ser consi­
derado como uma evidência da superioridade da especifü:ação MVL. No modelo 
MVL o platô não· foi estimado. Naturalmeóte, não se trata de uma nova teoria, 
apenas uma conseqüência do reduzido número de observações. A conseqüência 
deste modelo MVL incompleto pode ser vista na Tabela 6, onde o teste de hipótese 
para modelos não aninhados rejeita os modelos alternativos, mas é também rejei­
tado pelàs especificações LRP e LRPBP. Provavelmente a ausência .do platô seja a 
razão do modelo MVL ser rejeitado (embora os rejeite) por modelos que não con­
sideram interações de segunda ordem. Para solucionar este ponto faz-se necessário 
experimentar com um maior número de observações. 

TABELA 5. Resultados obtidos para o experimento de algodão em West Side, 
California (1968). 

Generalizado Leontief(GL) ou Raiz quadrada polinomial*: 
Y = - 2.873 - 7.523W + 9.465w°·5 - 2.456N + 3.236N°·5 - 16.180S + 9.396S0•5 -

- 2.341 s0•5w°·5 + 3.646S0·5N°·5 - 5.11 ow°·5N°·5 + u 
(0.857); (1.869); (2.115); (0.706); (1.342); (3.366); (2.769); (3.601); (2.808); (2.025); 

log L = 34.532; SSR = 0.31 O; R2 = 0.729; d/= 26; ô- = 0.109; 

Linear voo Liebig com back-plant (LRPBP) 
Y = min (Yi, Y2, Y3, Y4, Y5) + u 
Y1 = 0,914 + 2,205W (0,092); (1,556); 
Y2 = 0,880 + 2,721N (0,083); (1,197); 
Y3 == 0,672 + 8,715S (0,113); (2,555); 
Y 4 = 1,356 (0,272); 
Ys = 3,270- 3,409W-2,185N - 5,31 IS (0,746); (1,382); (0,845); (2,291); 
log L = 46 968· SSR = O 149· R2 = O 870· ô- = O 064· df= 25· , ' ' ' ' ' ' ' ·, 

Linear von Liebig com back-plan modificado (MVL): 
Y = mio (Yi, Y2, Y3) + u 

Continua ... 
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TABELA 5. Continuação. 

Y1 = 0,878 + 0,245W + 10,962NW (0,029); (0,217); (1,328); 
Y2 = 0,604 + 13,299S - 12,776NS (0,089); (3,136); (8,043); 
Y3 = 3,259 - 3,335W - 1,996N - 5,822S (0,534); (0,920); (0,598); (1,936); 
log L = 51,390; SSR = O, 121; R2 = 0,894; ô- = 0,058; d/26; 

t Os valores entre os parênteses são os desvios padrões. 

t Modelo sugerido por Kreuz (1994). 

* Modelo sugerido por Pope e Hallam (1989). 
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TABELA 6. Resultados do teste P para modelos não aninhados para o expe­
rimento de algodão West Side, California, 1968. 

Hipótese nula t 

Hipótese 11-ltemativa Leontief Linear Linear Liebig Modificado 

Generalizado von Liebig back-plan von Liebig 

LeontiefGeneralizado (GL) 1,387 3,574**. 0,135 
Linear von Liebig (LRP) 4,194** 0,872 2,056* 
Linear Liebig back-plan (LRPBP) 8,913** 2,166* 2,593** 
Modificado von LiebÍg (MVL) 7,089** 3,976** 3,923** 

•e•• indicam significância a P < 0,05 e P < 0,01, respectivamente. 
t Sob a hiótese nula, a estatística P é distribuída como uma variâvel normal estandarizada. 

Discussão geral dos modelos MVL 

Os três conjuntos de dados analisados dão suporte aos modelos MVL. Isto 
significa que a conjugação da lei do mínimo e efeitos de interação de segunda or­
dem possibilitam uma forma mais adequada de interpretação de dados experimen­
tais. Conjecturas podem ser feitas para uma melhor compreensão dos processos 
que estão atuando. 

Um-ponto importante diz respeito à substituição aparente. Neste sentido é 
argumentado que à medida que o nível de um insumo é aumentado, ele altera a 
disponibilidade do ou dos outros fatores. A lei do mínimo mantém sua validade ao 
nível celular ou em termos de nutrientes disponíveis. Por exemplo, Grimm (1986) 
destaca o caso de experimentos envolvendo níveis crescentes de fósforo e de cal­
cário em, solos com pH baixo e baixo nível de fósforo, freqüentemente encontrados 
no Brasil. De acordo com a lei do mínimo, se o fósforo for o nutriente mais limi-
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tante, a adição de calcário ao solo não deveria ocasionar alteração no nível de pro­
dução. Contudo, as culturas agrícolas normalmente respondem ao uso de calcário 
nestas condições. O que ocorre é que a adição de calcário altera a disponibilidade 
de fósforo, o que ocasiona a resposta, em termos de produção, por parte da cultura. 
Grimm esclarece que não há violação da lei do mínimo neste exemplo, uma vez 
que, apesar de ser adicionado calcário ao solo, a cultura responde ao fósforo, o 
qual tem sua disponibilidade alterada. Portanto, prossegue Grimm, existem intera­
ções na natureza que podem levar a uma interpretação errônea dos fenômenos bá­
sicos, como é o caso da lei do mínimo. 

O caso explicado por Grimm usando P e calcário pode, provavelmente, ser 
estendido. Tomando o caso do N e P (dois conjuntos de dados com estes dois in­
sumos foram analisados) é possível supor que, em um solo onde estes dois nutrien­
tes estejam escassos, a adição de P (por exemplo) conduza a um melhor crescimen­
to do sistema radicular. Esta melhoria do sistema radicular pode levar a uma maior 
área de absorção de N do solo. 

Outras evidências de substituição aparente são relatadas por Sinclair & Park 
(1993). Como visto, os efeitos de segunda ordem que os modelos MVL são capa­
zes d~ detectar, não permitem que se afirme que o principio da não-substituição 
esteja sendo violado. Eles apenas mostram que há outros fenômenos inte.rferindo 
no processo de resposta das culturas agrícolas ao uso de insumos que ainda preci­
sam ser melhor conhecidos, como afirmado por Steenbjerg & Jacobsen (1963). 

CONCLUSÃO 

Os efeitos de mteração de segunda ordem foram primeiramente associados 
com a lei das relações fisiológicas de Eilhard von Mitscherlich, no início do sécu­
lo. Nos anos sessenta, Steenbjerg e Jacobsen deram-lhes uma nova interpretação, 
tendo os efeitos de interação de segunda ordem sido associados a não-existência de 
constantes, onde cada parâmetro é uma função dos outros insumos. Recentemente, 
os efeitos de interação foram associados a um problema de energia (fotos­
sintetizados) por Sinclair e Park (1993). Os modelos von Liebig podem ser altera­
dos para incluir efeitos de interação de segunda ordem. Estes modelos são chama­
dos de von Liebig modificado (MVL). Estes modelos possibilitam substituição 
(aparente) de insumos sem violar o principio básico da essencialidade dos nutrien­
tes, um dos alicerces do modelo. Isto porque a substituição técnica que os modelos 
MVL indicam pode ser associada com fenômenos que não se dão em nível celular. 

Uma recomendação adicional deste trabalho diz respeito ao tamanho dos ex­
perimentos a serem conduzidos nas unidades de pesquisa. Para obter funções de 
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produção que considerem efeitos de interação de segunda ordem, devem ser intro­
duzidos diversos novos parâmetros no modelo von Liebig. Dada a superioridade 
comprovada das especificações MVL e considerando-se a dificuldade de obter a 
significância estatística para modelos MVL completos nos casos em que o número 
de observações for reduzido, sugere-se a cqndução de experimentos com grande 
número de observações. Se um número devesse ser fixado, a sugestão é que ele 
não seja inferior a 100 para um experimento de dois insumos (pelo menos 10 ní­
veis de cada insumo em um experimento onde cada tratamento seja repetido uma 
vez). 
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